Ch2 : Dérivation (TES)

DERIVATION

. DE LA TANGENTE A LA DERIVABILITE

a) Tangente et nombre dérivé

Aux origines la dérivation, était un probléme purement géométrique : il s'agissait de connaitre le
coefficient directeur ou pente d'une droite particuliere a une courbe qu'on appelle la
La pente de la tangente a la courbe en A peut étre vue comme étant la limite lorsque X, tend vers Xa

du quotient %2

Cette pente est aussi appelée nombre dérivé de la fonction f en X,. Il est noté f'(Xa).
Quand il existe, on dit que la fonction f est dérivable en X,.

Définition :
e Dire que la fonction f est dérivableen Xp signifie que la limite lorsque X tend vers Xo du quotient

f(x) ~ #(x) existeet qu'elle est finie.

X = Xo q

e Lorsque c'est le cas, elle porte 1'appellation de nombre dérivé de la fonction f en Xo.

11 est noté f'(Xo).
Autrement &erit : Fog) = Iim =100 o gy = fim 10t 0) =100)

X-X X=X h-o0 h

Ladérivation par |la pratigue

Déterminons le nombre dérivé en X = 1 de la fonction f définie par :

f(x)=2¢+1

Pour trouver ce nombre, nous allons suivre la définition d'un nombre dérivé : nous allons étudier la

limite lorsque x tend vers 1 du quotient 19 = (1) XX : I 1

flr)- f(1) _ 2x°+1-3

w-1 Ww-1
_a2xf-z
w—1
2
we =1 w-1diw+1
=2, =2.( > }=2.(><+1}
w—1 Ww-1

Donc lorsque X tend vers 1, le quotient K)—()%Q tend vers 2 x (1 +1)=4.

Conclusion : La fonction f(x) = 2x% + 1 est dérivable en X = 1. Le nombre dérivé de cette fonction en
1 vaut4:f'(1) =4

- 1/1 -




Ch2 : Dérivation (TES)
b) Fonction dérivée.
Imaginons qu'une fonction f soit dérivable sur tout un ensemble 1.

Cela signifie que tout réel X de cet ensemble I, il existe un nombre dérivé f'(X).
C'est ainsi que 1'on construit la fonction dérivée de la fonction f.

Définition :

f est une fonction dérivable sur un ensemble I (autrement écrit, f est dérivable en tout réel X de cet
ensemble).

La fonction dérivée de la fonction f est la fonction notée f' et définie pour tout réel X de I par :
f':X - Nombre dérivé de f en X

[I. Dérivées usuelles

Fonction Dérivée Ensemblede
dérivation
k 0 ] -00; +oo [
X 1 ] -00; 400 [
X 2.X ]-00; +oo [
'S 3.x° ] -00; 400 [
X" n.x"' ]-00; 400 [
1 1 J-o0 5 O[ 1 ]O 5 +oof
= wZ
1 0;+oo
5 L ] [
[ll. Opérations sur les dérivées

Fonction Dérivée Exemple

Au AU’ 1

utv u+v’ 2

uv uv+uv’ 3

1 —u’ 4

u u?
u wv-—uv’ 5
\% V2
v(u(x)) u'(x) . v'(u(x)) 6
Exemples :
1. f(x) =7.x°.

La dérivée de la fonction x” est égale 8 5.x" . D'ou :
fx)=7.0)=7.05x)=35x"

2.f(x)=7.x>-3.x>+3.
Les dérivées des fonctions x°, x” et 3 sont respectivement 3.x°, 2.x et 0,
f1(x) = (7. - 3. + (3)
=7.0)-3.05) +?3)
=7.(3x)-3.(2x)+
=21x"-6.x
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3.f(x)=(x>-x+1). (x*- 1).
Pour calculer la dérivée de cette fonction f, on a le choix entre un développement ou appliquer la
formule.
La fonction f est le produit des fonctions :
U(x) = x”- x +1 dont la dérivée est 3.x° - 1.
V(x) = x”- 1 dont la dérivée est 2.x.
f'x)=u(x).Vv'(x)+u'(x).v(x)
=0 -x+1) . (2X) + (- 1) . (3x - 1)
=2x*-2x +2x+3x -x -3+ 1
=5x* -6 +2.x+1

1

4. f(x)=u® + 1.
Cette fonction est l'inverse de la fonction u(x) = x” + 1 dont la dérivée est 2.x.

F7on u'(x) 2% 2.
"kxi:_r..'lz:_ - 12=_4 z
L .2 o 4] T+ ZHT+1
| T 1]
2xu+1
5.f(x)=# +1.
La fonction f est le produit des fonctions :
u(x) = 2x +1 dont la dérivée est 2.
v(x) = x”+ 1 dont la dérivée est 2.x.
Py = U0 V() ) ()
[vio]?
_ @M +1)- s 1))
2
lxz + 1J
_ 2xf+2-4x? -2y _ —2x%-2n+2
RS- | wt rom 1

6. f(x)=sin(3.x*+ 1).
Elle est la composée de deux fonctions dérivables sur R que sont :
u(x) = 3.x° +1 dont la dérivée est 6.x.
v(t) =sin(t) dont la dérivée est cos(t).
Comme f(x) = v(u(x)), on peut donc écrire que :
f'x) =u'(x).Vv'(u(x))
=(6.x).sin(3.x*+ 1)
=6.x.sin(3.x>+ 1)

De cette propriété, on en déduit les dérivées suivantes :

n 1

u nu’u”™

\u 2‘\1’5

Exemples : ...

-3/3 -
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V. Dérivée et variation

Le grand intérét de la dérivée est que son signe permet de connaitre le sens de variation de la
fonction initiale. C'est 1'objet du théoréme suivant :

Théoréme :

La fonction f est dérivable sur l'intervalle |

Si sa dérivée f ' est strictement positive sur | alors f est strictement croissante sur |

Si sa dérivée f ' est nulle sur | alors f est constante sur |

Si sa dérivée f ' est strictement négative sur | alors f est strictement décroissante sur |

Exemple : voyons ce qu'il en est avec la fonction sinus.

<

En x = 1, la fonction sinus En x = 102, la fonction n'est ni En x= 3, la fonction sinus est
est croissante. croissante, ni décroissante. décroissante.
La pente de la tangente est La pente de la tangente est nulle. La pente de la tangente est
positive. négative.
Exemple :

: 2 — X+
Soit f(x) = L]_]'G

La fonction f est une fonction rationnelle. Elle est définie 1a ou son dénominateur X — 1 est non nul.
C'est-a-dire partout sauf en 1
Di=]-0; 1[U]1;+00[
Enfin, on montre qu'une autre écriture de f(X) est :
16

F(x) = X+ —=
() =x+-"3

Dans le cas présent, nous devons nous intéresser aux limites de f en I’infini et au voisinage de 1.
Limites aux infinis
Les limites de f aux infinis sont :

lim f{x) = -w et lirn f{x) = +w
H—p—o e

6 alors la droite D d'équation y = X est une

Comme pour tout réel X différent de 1, f(X) =x+

asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de I’infini

Limites en 1
lim fiw) = - et lim flu) = +en
sl () T x—=s1* ()

La droite verticale D' d'équation X = 1 est donc une asymptote verticale a la courbe de la fonction f

Pour tout réel x différent de x, on a donc que :
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iy = -
t I e
i® = 1)
".\.:2_ _ L1 Z _
= = T L - ™ A L
fu _ 132
\. -
-
wo - 2% - 185
= Lz
fw =11

Sous cette forme, la dérivée f' est inexploitable car ce qui nous intéresse est son signe.
Nous devons donc factoriser le numérateur X* — 2x — 15

Cela se fait tout seul en utilisant les formules du trinome.

On obtient : ¥* = 2x—15=(x + 3)(x - 5)

Au final, pour tout réel x différent de 1 :

£1(x) = (% +3).(x - 5)

(x - °

Nous voulons connaitre le signe de f'(x). Nous allons donc dresser son tableau de signes.

H -0 -3 1 L +oo
03 + q] _ _ .1, +
_ + oo +co
f / /
bl v =0
Théoréme :

f est une fonction dérivable sur l'intervalle ] a; b [. Xo est un réel de cet intervalle.
Si f admet un maximum ou un minimum local en Xy alors f'(Xg) =0

V. EQUATION DE LA TANGENTE

Pour conclure, nous allons revenir et répondre au probléme qui nous a conduit a la notion de dérivée
: celui de la tangente.

Théoréme: Si la fonction f est dérivable en x, alors la courbe de la fonction f admet au point M(xo
; f(x0)) une tangente dont I'équation réduite est :
y = f'(x0) . (x - X0) + f(x0)

exemple :
Cette fonction f est définie par : f(x) =2.x* + 1

Déterminons I'équation de la tangente A a sa courbe en X = 1.
Nous savons déja que :
f(1)=3 =4.
L'équation réduite de la droite A est donc :
y = . (X - Xo) + f(Xo)
=4.(x-1)+3
=4x-1.
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