Correction du Devoir N°1

Exercice 1 : Soit  f la fonction définie par  f(x) =  eq \s\do1(\f(2x² – 3x – 10;x – 3)).

1)  f est définie pour  x –3 ( 0, c’est à dire  x ( 3.

Le domaine de définition est alors ( \ {3}.

2)  pour tout x ( 3,  ax + b +  eq \s\do1(\f(c;x – 3)) =  eq \s\do1(\f(ax² – 3ax + bx – 3b + c;x – 3))
                                                       =  eq \s\do1(\f(ax² + (-3a + b)x –3b + c;x – 3))
d’où   eq \b\lc\{( \s( a = 2 ; -3a + b = -3 ; -3b + c = -10))   c’est à dire  eq \b\lc\{( \s( a = 2 ; b = 3 ; c = -1))     Donc f(x) = 2x + 3 –  eq \s\do1(\f(1;x – 3))
3)  f(x) – (2x + 3)= -  eq \s\do1(\f(1;x –3))       et         eq \o(lim;\s\do8(x ( -()) -  eq \s\do1(\f(1;x – 3)) = 0     ;        eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) -  eq \s\do1(\f(1;x –3)) = 0

d’où    eq \o(lim;\s\do8(x ( -())( f(x) – (2x + 3)) = 0       et        eq \o(lim;\s\do8(x ( +())( f(x) – (2x + 3)) = 0

La droite d’équation  y = 2x + 3 est donc asymptote à C en +( et en –(.

4)  f(x) – (2x + 3)= -  eq \s\do1(\f(1;x –3))  

et     -  eq \s\do1(\f(1;x – 3)) > 0   pour   x < 3            ;              -  eq \s\do1(\f(1;x – 3)) < 0   pour   x > 3

Donc C est au-dessus de (1 pour  x ( ]-( ; 3[

     et C est en-dessous de (1 pour x ( ]3 ; +([.

5)  eq \o(lim;\s\do8(x ( 3)) 2x² – 3x – 10 = 2 ( 9 – 3 ( 3 –10 = -1

    x ( 3)) eq \o(;\s\do16(x > 3))
 x – 3 = 0+              x ( 3)) eq \o(;\s\do16(x < 3))
 x – 3 = 0– 

d’où  x ( 3)) eq \o(;\s\do16(x > 3))
 f(x) = -(     et     x ( 3)) eq \o(;\s\do16(x < 3))
 f(x) = +( 

La droite d’équation  x = 3  est donc asymptote à C.

Exercice 2 : Soit  f la fonction définie sur ]-2 ; +([ par : f(x) =  eq \s\do1(\f(x² – 6x – 7;2x + 4)).

1.   eq \o(lim;\s\do8(x ( -2)) (x² – 6x – 7) = 4 + 12 – 7 = 9

     x ( -2)) eq \o(;\s\do15(x > -2))
 2x + 4 = 0+          donc  eq \o(lim;\s\do8(x ( -2)) f(x) = + (.

La droite d’équation x = -2 est donc asymptote à C.

2.  a) pour x > -2,     eq \s\do1(\f(x;2)) – 4 +  eq \s\do1(\f(9;2(x + 2))) =  eq \s\do1(\f(x(x + 2) – 4 ( 2(x + 2) + 9;2(x + 2)))
                                                          =  eq \s\do1(\f(x² + 2x – 8x – 16 + 9;2x + 4))
                                                          =  eq \s\do1(\f(x² – 6x – 7;2x + 4)) = f(x).

     b)  eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(x;2)) – 4 = + (      et       eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(9;2(x + 2))) = 0

          donc  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = + (.

     c) f(x ) – x;2)) eq \b( – 4)
 =  eq \s\do1(\f(9;2(x + 2)))      et       eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(9;2(x + 2))) = 0

La droite d’équation  y =  eq \s\do1(\f(x;2)) – 4 est donc asymptote à C en + (.

3.  a) f est dérivable sur ]2 ; +([ car c’est une fonction rationnelle.

f(x) = u(x) +  eq \s\do1(\f(9;v(x)))     où   u(x) =  eq \s\do1(\f(x;2)) – 4   et   v(x) = 2x + 4

                                       u’(x) =  eq \s\do1(\f(1;2))        et   v’(x) = 2

et  f ’ = u’ – 9  eq \s\do1(\f(v’;v²))
    f ’(x) =  eq \s\do1(\f(1;2)) – 9 (  eq \s\do1(\f(2; (2(x + 2))²)) =  eq \s\do1(\f(1;2)) –  eq \s\do1(\f(18;4(x + 2)²))
                                               =  eq \s\do1(\f(1;2)) –  eq \s\do1(\f(9;2(x + 2)²))
                                               =  eq \s\do1(\f((x + 2)² – 9;2(x + 2)²)) =  eq \s\do1(\f(x² + 4x – 5;2(x + 2)²))
or  (x + 5)(x – 1) = x² + 5x – x – 5 = x² + 4x – 5

Donc  f ’(x) =  eq \s\do1(\f((x + 5)(x – 1); 2(x + 2)²)).

     b) sur ]-2 ;+([, le dénominateur est strictement positif,

et  (x + 5)(x – 1) > 0  pour x ( ]-( ; -5[ ∪]1 ; +([

     (x + 5)(x – 1) < 0  pour x ( ]-5 ; 1[.

Donc f ’(x) > 0  pour x ( ]1 ; +([ et dans ce cas,  f est croissante

     et  f ’(x) < 0  pour x ( ]-2 ; 1[  et dans ce cas,  f est décroissante.

     c) Tableau de variation de  f :

	x
	-2                           1                               +(
	   f(1) =  eq \s\do1(\f(1 – 6 – 7 ; 2 + 4))
          =  eq \s\do1(\f(-12;6)) = -2

	f ’(x)
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     f admet donc un minimum en 1 qui est  f(1) = -2.

4.  a) ( = b² – 4 ac
         (  = (-6)² – 4 ( 1 ( (-7) = 36 + 28 = 64

Le trinôme a alors deux racines :  x1 =  eq \s\do1(\f(- (-6) – ;2))
    et    x2 =  eq \s\do1(\f(-(-6) + ;2))

                                                       x1 =  eq \s\do1(\f(6 – 8;2)) = -1               x2 =  eq \s\do1(\f(6 + 8;2)) = 7.

L’abscisse des points d’intersection de C avec l’axe des abscisses vérifie

f(x) = 0   c’est à dire  P(x) = 0   avec  x > -2.

Ces abscisses sont alors -1 et 7.

Les coordonnées des points sont alors (-1 ; 0)  et (7 ; 0).

     b) A(-1 ; 0)  et  B(7 ; 0).

Une équation de TA est : 

y = f ’(-1) (x + 1) + f(-1)                        f ’(-1) =  eq \s\do1(\f((-1 + 5)(-1 – 1); 2(-1 + 2)²)) =  eq \s\do1(\f(4 ( (-2); 2 ( 1²)) = -4

y = -4(x + 1)

y = -4x – 4

Une équation de TB est :

y = f ’(7)(x – 7) + f(7)                            f ’(7) = eq \s\do1(\f( (7 + 5)(7 – 1); 2(7 + 2)²)) =  eq \s\do1(\f(12 ( 6;2 ( 81)) =  eq \s\do1(\f(4;9))
y =  eq \s\do1(\f(4;9)) (x – 7)

y =  eq \s\do1(\f(4;9)) x –  eq \s\do1(\f(28;7)).
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