TES1  Contrôle 8       Le 6 mai 2003

Exercice 1 :  d’après bac Amérique du Nord Juin 1999     (5 points)

Une salle de spectacle propose pour la saison des abonnements pour 4 , 5 ou spectacles.
Dans la population des abonnés la répartition est la suivante: 

· 43,5% ont choisi l'abonnement 4 spectacles; 

· 33% ont choisi l'abonnement 5 spectacles; 

· le reste a choisi l'abonnement 6 spectacles. 

D'autre part, 65% des abonnés sont des jeunes de moins de 25 ans, et dans cette population, la répartition est différente : 

· 40% ont choisi l'abonnement 4 spectacles; 

· 40% ont choisi l'abonnement 5 spectacles; 

· le reste a choisi l'abonnement 6 spectacles. 


On interroge un abonné au hasard. 

On note A l'événement : " l'abonné interrogé a moins de 25 ans ". 
Ainsi, la probabilité p(A) de cet événement est 0,65. 

On note B l'événement : " l'abonné interrogé a choisi 5 spectacles ". 

Pour tout évènement V , on note 
1. a. Quelle est la probabilité que l'abonné interrogé ait 25 ans ou plus? 

b. Sachant que l'abonné interrogé a moins de 25 ans, quelle la probabilité qu'il ait choisi 5 spectacles? 

c. Décrire l'événement A [image: image1.png]


 B et démontrer que la probabilité de cet événement est égale à 0,26. 

2. a. Démontrer que la probabilité p([image: image2.png]
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B) est égale à 0,07. 

b. En déduire la probabilité conditionnelle de B sachant que [image: image4.png]


 est réalisé. 

3. L'abonnement pour 4 spectacles coût 50 euros, celui pour 5 spectacles coûte 60 euros,

et celui pour 6 spectacles coûte 70 euros.
On appelle X la variable aléatoire égale à la somme dépensée par l'abonné interrogé. 

a. Donner la loi de probabilité de X en complétant le tableau suivant: 


	Xi
	50
	60
	70

	p(X = Xi)
	 
	 
	  


b. Calculer l'espérance de X. 

Exercice 2 :    d’après bac Nouvelle-Calédonie Décembre 98     (5 points)

Au cours d'une kermesse, l'animateur d'un stand dispose, dans un enclos, de douze cages peintes: sept sont blanches, deux noires et les trois autres vertes.
L'animateur place alors une souris dans l'enclos. On suppose qu'à chaque jeu, la souris choisit d'entrer au hasard dans une cage et que tous les choix sont équiprobables.
Un joueur participe au jeu. Le règlement du jeu est le suivant:
- Si la souris entre dans une cage blanche, le joueur perd;
- Si la souris entre dans une cage noire, le joueur gagne,
- Si la souris entre dans une cage verte, l'animateur remet la souris dans l'enclos; 
       si la souris entre alors dans une cage noire, le joueur gagne sinon il perd.

On suppose que le choix de la deuxième cage est indépendant du choix de la première.

1. Montrez que la probabilité de l'événement " le joueur gagne " est   eq \s\do1(\f(5;24)).

2. Un joueur ne possède que 5 euros qu'il verse pour participer à une partie.

S'il gagne, il reçoit k euros; sinon, il ne reçoit rien.

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur la somme que possède le joueur après la partie.

a.  Déterminez la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
b.  Calculez, en fonction de k, l'espérance mathématique E[X] de  la variable aléatoire X.
c.  Quelle valeur faut-il donner à k pour que le jeu soit équitable? 
     (c'est à dire pour que ce joueur puisse espérer posséder 5 euros à la fin de la partie)

Problème :    d’après bac Créteil 99    (10 points)

On a tracé dans un repère orthonormal (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
) la courbe représentative (C) de la fonction f définie sur l’intervalle ]0 ; 4] par f(x) = x –  eq \s\do1(\f(1;2)) – ln x.
(Dans tout le problème on donnera les résultats arrondis à 10 - 3.)


A - Etude théorique liée à la fonction f

 
1. a) Etudier le sens des variations de la fonction f sur l’intervalle ]0 ; 4].
    b) Etudier la limite de f en 0.
    c) Donner le tableau des variations de f.

2. Soit (Z) la partie du plan délimitée par la courbe (C) et les droites d’équations :
     y =  eq \s\do1(\f(1;2)),    x = 1   et    x = 3.

    a) Justifier que l’on a f(x) SYMBOL 179 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2)) sur ]0 ; 4] et exprimer l’aire AZ de la partie (Z) du plan, en unités d’aire, à l’aide de la différence de deux aires. Il apparaît une intégrale (que l’on n’essaiera pas de calculer dans cette question).
    b) Soit g la fonction définie sur ]0 ; 4] par g(x) = x ln x – x. Calculer g’(x).
    c) En déduire la valeur exacte de l’aire AZ en unités d’aire, puis une valeur approchée. On trouvera AZ = 4 – 3ln3 comme valeur exacte.

B - Probabilité et jeu


Au cours de l’élaboration d’une phase d’un jeu vidéo inspiré du golf, on cherche à évaluer la probabilité de gagner.

L’écran est le carré AOFB. Les sommets du carré ont pour coordonnées :

A (0 ; 4) O (0 ; 0) F (4 ; 0) B (4 ; 4).
La courbe (C) partage l’écran en deux parties :

· la partie de l’écran située strictement au-dessus de la courbe représente une mare et elle est notée (M) ; 

· la partie de l’écran située au-dessous de la courbe représente le terrain de jeu et elle est notée (T).

La partie (Z) définie au paragraphe A est donc incluse dans (T).

1. Dans cette question, le jeu consiste à simuler le lancer d’une balle. On admet que la probabilité d’atteindre une partie de l’écran est donnée par :

 eq \s\do1(\f(Aire de la partie de l’écran considéré;Aire du carré AOFB))
Cette probabilité est indépendante de l’unité graphique choisie.
Déterminer, par le calcul, la probabilité que la balle atteigne la zone (Z).

2. Dans cette question, le jeu consiste à simuler trois lancers successifs et indépendants ; on admet que, pour chaque lancer, la probabilité d’atteindre (Z) est de 0,044 .
On gagne lorsque deux au moins des trois balles lancées ont atteint la partie (Z).
Calculer la probabilité de gagner.
On pourra s’aider d’un arbre et on fera figurer le détail des calculs sur la copie.
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Corrigé du contrôle du 6 mai 2003

Exercice 1 :

Il faut commencer par traduire en langage des probabilités les hypothèses de l'énoncé.
      A étant l'événement "moins de 25 ans" et 
      B l'événement "a choisi 5 spectacles", l'énoncé nous dit que:
P( A )  = 0,65 car 65% des abonnés ont moins de 25 ans.
1.a. La probabilité qu'un abonné ait 25 ans ou plus est donc : (1 - 0,65) = 0,35 

P( B ) = 0,33 car 33% des abonnés ont choisi l'abonnement 5 spectacles.

b. PA( B )  = 0,40 car 40% des abonnés de moins de 25 ans ont choisi l'abonnement 5 spectacles.
c. L'événement ( A [image: image6.png]


 B ) est l'événement " l'abonné a moins de 25 ans ET a choisi 5 spectacles ". 

donc , comme P( A [image: image7.png]


 B ) = PA( B ) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h P(A), on en déduit que:
 P( A [image: image8.png]


 B) = 0,40 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 0,65 = 0,26.

2.a:  On sait que  P ( B ) = P( A [image: image9.png]


 B ) + P( [image: image10.png]
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 B ) . Or P( A [image: image12.png]


 B ) = 0,26 , d'après la question précédente et P( B ) = 0,33 , d'après les hypothèses de l'énoncé, on en déduit que :   P( [image: image13.png]
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 B ) = 0,33 – 0,26 = 0,07.
b: On sait que 
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,

        donc  :

[image: image16.png]



3. D'après les hypothèses de l'énoncé, on sait que 43,5% ont choisi l'abonnement 4 spectacles.
    Donc P ( X = 50 ) =  0,435.
    De même, P( X = 60 ) = 0,33   et   P( X  = 70 ) = 1 - 0,435 - 0,33 = 0,235.
    D'où le tableau de la loi de probabilité de X:
    a:
	Xi
	50
	60
	70

	P( X = Xi)
	0,435
	0,33
	0,235


   b:L'espérance E[X] de X est définie par :
[image: image17.png]



       Donc, E[X] = 0,435 . 50  +  0,33 . 60  + 0,235 . 70 = 58 .

Exercice 2 :

Le plus simple est de faire un schéma (un arbre) qui résume la situation du joueur: 
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L'hypothèse importante qui est faite dans l'énoncé est que le choix de la deuxième cage de la souris est indépendant du premier choix.
Dans ce cas, on sait que la probabilité de " A et B" , si A et B sont deux événements indépendants , est : P( A SYMBOL 199 \f "Symbol"\h B ) = P(A) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h P(B). 
Appelons N l'événement "la souris choisit la cage Noire" , B "elle choisit la cage Blanche" V "elle choisit la cage Verte" et G l'événement "Le joueur gagne"..
Donc on a :

P("le joueur gagne") = P("la souris choisit la cage Noire" ou "la souris choisit la case Verte et la case Noire en deuxième choix")
                                   =P( N ) + P( V SYMBOL 199 \f "Symbol"\h N)
                                   = P( N ) + P( V ) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h P( N ).
[image: image19.png]



2. Si le joueur verse 5 € pour faire une partie et reçoit k € s'il gagne, alors la variable aléatoire X correspondant à la somme que possède le joueur après la partie peut prendre les valeurs 0 ou (k – 5).

a. L'événement " X = 0" est l'événement " Le joueur a perdu" donc , on a :
[image: image20.png]


 
P(X = k – 5) = P(G) =  eq \s\do1(\f(5;24)) 
b. L'espérance de X est alors : 
E(X) = P(X = 0) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 0 + P(X = k – 5) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (k – 5) =  eq \s\do1(\f(5;24)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (k – 5) =  eq \s\do1(\f(5k;24)) –  eq \s\do1(\f(25;24))
c: La partie est équitable si l'espérance de X est égale à 5. On doit donc avoir :
      eq \s\do1(\f(5k;24)) –  eq \s\do1(\f(25;24)) = 5 soit 5k – 25 = 5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 24 = 120 soit 5k = 95 soit k = 19

Problème :

A - 1.a. f(x) = x –  eq \s\do1(\f(1;2)) – ln x sur ] 0 ; 4] donc f ’(x) = 1 –  eq \s\do1(\f(1;x))
x SYMBOL 206 \f "Symbol"\h ] 0 ; 4 ] donc f est croissante si x SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 1
à 10-3 près par excès.

b.   eq \o(lim;\s\do6(x ( 0))lnx = – SYMBOL 165 \f "Symbol"\h donc  eq \o(lim;\s\do6(x ( 0))f(x) = + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h par addition de limites.
f(1) = 1 –  eq \s\do1(\f(1;2)) – ln 1 =  eq \s\do1(\f(1;2))   et   f(4) = 4 –  eq \s\do1(\f(1;2)) – ln 4 =  eq \s\do1(\f(7;2)) – 2ln2
c)
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2. a. D’après le tableau des variations, la fonction f présente un minimum pour x =1 et ce minimum est de  eq \s\do1(\f(1;2))  donc pour x SYMBOL 206 \f "Symbol"\h ] 0 ; 4 ] , f(x) >  eq \s\do1(\f(1;2))
AZ est la différence entre l’aire sous la courbe C et l’aire du rectangle délimité par l’axe des abscisses et les droites d’équations :     y =  eq \s\do1(\f(1;2)), x = 1 et x = 3.

f étant une fonction positive sur ]0, 4] puisque f(x) >  eq \s\do1(\f(1;2))  l’aire sous la courbe C est l’intégrale de f’(x)dx prise entre 0 et 3 et l’aire du rectangle est 1.
AZ =  eq \i\in(\d\ba2()0 ;\d\fo1()3 ; f(x)dx) – 1
b. g(x) = x ln x – x donc g’(x) = ln x + x SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;x)) – 1 = ln x
c. g est donc une primitive de ln et on peut ainsi trouver l’expression d’une primitive F de f.
F(x) =  eq \s\do1(\f(x2;2)) –  eq \s\do1(\f(x;2)) – g(x) =  eq \s\do1(\f(x2;2)) –  eq \s\do1(\f(x;2)) – (x ln x – x) =  eq \s\do1(\f(x2;2)) +  eq \s\do1(\f(x;2)) – x ln x 
AZ = 
[image: image22.wmf][
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=  eq \s\do1(\f(9;2)) + eq \s\do1(\f(3;2)) – 3 ln 3 – eq \s\do1(\f(1;2)) –  eq \s\do1(\f(1;2)) + 1 ln 1 – 1 =  eq \s\do1(\f(12;2)) – 3 ln 3 – 1 – 1 = 4 – 3 ln 3
AZ SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 0,704 à 10-3 près par défaut

 

B. 1. Soit Z l’événement « atteindre la partie Z avec la balle ».  D’après la formule,
 on obtient p(Z) =  eq \s\do1(\f(AZ;4  4 ))
 = 0, eq \s\do1(\f(704;16)) = 0,044 à 10-3 près.


2. Le lancer de balle est une épreuve de Bernoulli puisque on a deux alternatives complémentaires et les trois lancers étant indépendants on est dans une situation de schéma de Bernoulli donc pour gagner :
 trois balles atteignent la partie Z
 ou deux balles atteignent Z et pas la troisième c’est-à-dire 

· Gagné - Gagné – Perdu

· Gagné - Perdu – Gagné

· Perdu - Gagné - Gagné


Donc la probabilité sera :  p = (0,044)3¨+ 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (0,044)2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (1 – 0,044) 
                                             SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 5,63 * 10–3 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 0,006
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