	Classe : TES1
	A rendre le 21/01/2002


MATHEMATIQUES

Devoir maison N°4

Exercice 1 : (correction)

Dans une kermesse, un jeu est organisé de la façon suivante : le joueur mise 10 euros puis il réalise un tirage en deux étapes :

1re étape : le joueur tire au hasard un billet dans un panier. Dans ce panier, on a placé 10 billets marqués « U1 » et 2 billets marqués « U2 ».

2e étape : (  Si le joueur a obtenu un billet marqué « U1 », il tire alors un jeton dans une urne U1 où sont placés 10 jetons marqués « Perdant » et 2 jetons marqués « Gagnant ».

(  Si le joueur a obtenu un billet marqué « U2 », il tire alors un jeton dans une urne U2 où sont placés 7 jetons marqués « Perdant » et 5 jetons marqués « Gagnant ».

On note A l’événement : « Le joueur a tiré un billet ‘‘U1’’ ».

On note B l’événement : « Le joueur a tiré un billet ‘‘U2’’ ».

On note G l’événement : « Le joueur a tiré un jeton marqué ‘‘Gagnant’’ ».

Tous les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 

1.  Construire un arbre pondéré qui décrit ce jeu.

2.  Calculer la probabilité des événements (G ∩ A) et (G ∩ B).

3.  Montrer que la probabilité de l’événement G est égale à  eq \s\do1(\f(5;24)).

4.  Quelle est la probabilité conditionnelle de l’événement A par rapport à l’événement G ? Les événements A et G sont-ils indépendants en probabilité ?

5.  Avec un jeton gagnant de l’urne U1, le joueur reçoit 25€ ; avec un jeton gagnant de l’urne U2, il reçoit 50€ ; sinon rien. On notera X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur à l’issue du jeu.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Etablir la loi de probabilité de X.

c) Déterminer son espérance mathématique.

Exercice 2 : 

PARTIE A (correction)

On considère la fonction g définie sur ]0 ; +([ par : g(x) = x² + 1 – ln x.

1.  Calculer la limite de g en 0. Donner une interprétation graphique du résultat.

2.  Calculer la limite de g en +(.

3.  Pour tout x(]0 ; +([, calculer g’(x).

4.  Etudier les variations de la fonction g sur ]0 ; +([. Résumer cette étude dans un tableau.

5.  Déterminer le nombre de solutions de l’équation g(x) = 3 sur ]0 ; +([. 

Donner une valeur approchée à 10-2 près de la (ou des) solution(s).

PARTIE B (correction)

1.  Montrer que la fonction g est strictement positive sur ]0 ; +([.

2.  On considère la fonction  f définie sur ]0 ; +([ par : f(x) =  eq \s\do1(\f(1;g(x))).

On note C la courbe représentative de la fonction  f dans un repère orthogonal (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
)

Calculer  f(1),  f(e).

3.  Déterminer la limite de  f en 0 et la limite de  f en +(.

Donner une interprétation graphique du dernier résultat.

4.  Dresser le tableau des variations de la fonction  f sur ]0 ; +([ en donnant les justifications nécessaires.

5.  Tracer C (unités graphiques : 2 cm pour l’axe des abscisses et 4 cm pour l’axe des ordonnées).
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Correction du DM 4 

Exercice 1 : (retour à l’énoncé)

1.  Arbre pondéré :

2.  P(G ∩ A) = PA(G) ( P(A) =  eq \s\do1(\f(1;6)) (  eq \s\do1(\f(5;6)) =  eq \s\do1(\f(5;36))
P(G ∩ B) = PB(G) ( P(B) =  eq \s\do1(\f(5;12)) (  eq \s\do1(\f(1;6)) =  eq \s\do1(\f(5;72))
3.  D’après la formule des probabilités totales :

P(G) = P(G ∩ A) + P(G ∩ B) 

         =  eq \s\do1(\f(5;36)) +  eq \s\do1(\f(5;72)) =  eq \s\do1(\f(15;72)) =  eq \s\do1(\f(5;24)).

4.  PG(A) =  eq \s\do1(\f(P(G ∩ A); P(G))) =  eq \s\do1(\f(; eq \s\do1(\f(5;24))))
 =  eq \s\do1(\f(5;36)) (  eq \s\do1(\f(24;5)) =  eq \s\do1(\f(2;3)).

P(G ∩ A) =  eq \s\do1(\f(5;36))     P(G) ( P(A) =  eq \s\do1(\f(5;24)) (  eq \s\do1(\f(5;6)) =  eq \s\do1(\f(25;144))
P(G ∩ A) ( P(G) ( P(A), les événements G et A ne sont donc pas indépendants.

5.  a) Si le joueur tire un jeton gagnant de l’urne U1, alors X = 25 – 10 = 15.

Si le joueur tire un jeton gagnant de l’urne U2, alors X = 50 – 10 = 40.

Sinon, X = 0 – 10 = -10.

Les valeurs prises par X sont donc 15 ; 40 et -10.

b)  P(X = 15) = P(G ∩ A) =  eq \s\do1(\f(5;36))    ;   P(X = 40) = P(G ∩ B) =  eq \s\do1(\f(5;72))
P(X = -10) = 1 – P(G) = 1 –  eq \s\do1(\f(5;24)) =  eq \s\do1(\f(19;24)).

	Loi de probabilité de X :
	X
	15
	40
	-10

	
	probabilités
	 eq \s\do1(\f(5;36))
	 eq \s\do1(\f(5;72))
	 eq \s\do1(\f(19;24))


c) E(X) = 15 (  eq \s\do1(\f(5;36)) + 40 (  eq \s\do1(\f(5;72)) – 10 (  eq \s\do1(\f(19;24)) =  eq \s\do1(\f(25;12)) +  eq \s\do1(\f(25;9)) –  eq \s\do1(\f(57;12)) =  eq \s\do1(\f(-110;36)) = -  eq \s\do1(\f(55;18)).

Exercice 2 : 

PARTIE A (retour à l’énoncé)

On considère la fonction g définie sur ]0 ; +([ par : g(x) = x² + 1 – ln x.

1.   eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) x² + 1 = 1   et    eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) -ln x = +(      donc     eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) g(x) = +(.

La droite d’équation x = 0 est donc asymptote à la courbe représentative de g.

2.  g(x) = x² + 1 – ln x = x 1;x)) eq \b(x +  –  eq \s\do1(\f(ln x;x)))

or  eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(1;x)) = 0   et    eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) -  eq \s\do1(\f(ln x;x)) = 0   d’où     eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) x +  eq \s\do1(\f(1;x)) –  eq \s\do1(\f(ln x;x)) = +( 

et  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) g(x) = +( 

3.  g est dérivable sur ]0 ; +([

g’(x) = 2x –  eq \s\do1(\f(1;x)).

4.  g’(x) = 2x –  eq \s\do1(\f(1;x)) =  eq \s\do1(\f(2x² – 1;x))
or x > 0   et   2x² – 1 > 0  pour  x >  eq \s\do1(\f(1;))
    ;    2x² – 1 < 0  pour  0 < x <  eq \s\do1(\f(1;))

Donc g’(x) > 0  pour  x(] eq \s\do1(\f(1;))
 ; +([   et   g’(x) < 0  pour  x(]0 ;  eq \s\do1(\f(1;))
[.

Tableau de variation de g :

	x
	0                     eq \s\do1(\f(1;))
                        +(
	   g( eq \s\do1(\f(1;))
) =  eq \b())
)
² + 1 – ln eq \b())
)

             =  eq \s\do1(\f(1;2)) + 1 + ln( eq \r(2))

             =  eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2)).

	g’(x)
	          –           0              +
	

	g
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+(                                             +(

                   eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2))
	


5.  g est continue sur ]0 ; +([.

(  g est strictement décroissante sur ]0 ;  eq \s\do1(\f(1;))
[

 eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) g(x) = +(    ;   g( eq \s\do1(\f(1;))
) =  eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2))     et   3(] eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2)) ; +([

L’équation  g(x) = 3  admet donc une unique solution ( sur ]0 ;  eq \s\do1(\f(1;))
[.

g(0,13) ( 3,0571   et   g(0,14) ( 2,9857    donc    ( ( 0,14.

( g est strictement croissante sur ] eq \s\do1(\f(1;))
 ; +([.

g( eq \s\do1(\f(1;))
) =  eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2))     ;      eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) g(x) = +(    et   3(] eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2)) ; +([

L’équation  g(x) = 3  admet donc une unique solution ( sur ] eq \s\do1(\f(1;))
 ; +([.

g(1,56) ( 2,9889    et    g(1,57) ( 3,0138    donc    ( ( 1,57.

PARTIE B (retour à l’énoncé)

1.  g admet un minimum en  eq \s\do1(\f(1;))
  qui vaut   eq \s\do1(\f(3;2)) + ln( eq \r(2))  et qui est strictement positif. Donc g(x) > 0  pour tout x(]0 ; +([.

2.  On considère la fonction  f définie sur ]0 ; +([ par : f(x) =  eq \s\do1(\f(1;g(x))).

f(1) =  eq \s\do1(\f(1;g(1)))   et   g(1) = 1² + 1 – ln 1 = 2    donc    f(1) =  eq \s\do1(\f(1;2))
f(e) =  eq \s\do1(\f(1;g(e)))   et   g(e) = e² + 1 – ln e = e² + 1 – 1 = e²    donc    f(e) =  eq \s\do1(\f(1;e²)) 

3.   eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) g(x) = +(     donc      eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) f(x) = 0

 eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) g(x) = +(      donc      eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = 0

et la droite d’équation  y = 0  est asymptote à C en +(.

4.  f est dérivable sur ]0 ; +([

f(x) =  eq \s\do1(\f(1;g(x)))     ;     f ’(x) = -  eq \s\do1(\f(g’(x); (g(x))²))     or  (g(x))² > 0 pour tout x(]0 ;+([.

f ’(x) est alors du signe contraire de g’(x), c’est à dire :

f ’(x) > 0  pour  x(]0 ; eq \s\do1(\f(1;))
[     ;     f ’(x) < 0  pour  x(] eq \s\do1(\f(1;))
 ; +([

et   f ’(x) = 0  pour x =  eq \s\do1(\f(1;))
.

Tableau de variation de  f :

	x
	0                      eq \s\do1(\f(1;))
                  +(
	   f( eq \s\do1(\f(1;))
) =  eq \s\do1(\f(1;g())
)))
 =  eq \s\do1(\f(1; + ln( eq \r(2))))


	f ’(x)
	          +            0             –
	

	f
	                       f( eq \s\do1(\f(1;))
)

0                                               0
	


5.  

                                                                       C 

