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lundi 15 décembre 2003

MATHEMATIQUES

contrôle N°4


Lu dans le BO : La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements constituent un objectif majeur pour les épreuves écrites de mathématiques et entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
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Exercice 
La courbe ci-contre est la représentation graphique                  
dans un repère orthonormal (O, 
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) d’une fonction f
définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [.


La droite (T) est sa tangente au point d’abscisse 1.

1. Par lecture graphique :
    a. Donner les valeurs de f  eq \b()
 et de f’(1)
    b. Dresser le tableau de signe de f sur l’intervalle ]0 ; 3]
2. On admet que f est la fonction définie sur  ]0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ par
     f (x) = (ax + b)lnx où a et b sont des nombres réels.
  a. Soit f’ la fonction dérivée de f.
     Exprimer f’(x) en fonction de a et b.
  b. Déterminer alors les valeurs de a et b en utilisant la question 1.a.





3. L’une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique d’une primitive de f sur ] 0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [.
    Indiquer le numéro de cette courbe en précisant les raisons de votre choix.

                  Courbe 1                                            Courbe 2                                             Courbe 3














4. On considère les fonctions G et H définies sur ] 0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ par 
                 G (x) = (1 – lnx)x2           et                H(x) = x2(lnx –  eq \s\do1(\f(1;2)))
     L’une d’entre elles est la primitive de f sur ]0 ; +SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[ dont la représentation graphique a été choisie à la question précédente, laquelle ? Justifier la réponse.

· Problème
Partie A : Question préliminaire : étude d’une fonction auxiliaire.


Soit g la fonction définie sur ]0 ; +([ par : g(x) = x2 +1 – ln x.
1. Calculer la fonction dérivée de g et étudier son signe.
2. Donner le tableau de variation de g (on ne demande pas les limites en 0 et en +().
En déduire le signe de g(x) pour x appartenant à l'intervalle ] 0 ; +( [.

Partie B : 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; +( [ par f(x) = x +  eq \s\do1(\f(1;2)) +  eq \s\do1(\f(lnx;x)) et soit C  sa représentation graphique dans un repère orthonormal (O, 
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) d'unité graphique 2 cm.
1. a. Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.
   b. Déterminer la limite de f en +(. (On admet que  eq \o(lim;\s\do10(x ( + ))
  eq \s\do1(\f(lnx;x)) = 0).
2. Montrer que, pour tout x de l'intervalle ] 0 ; +( [, f ’(x) =  eq \s\do1(\f(g(x); x2)) où f ' est la fonction dérivée de f.
    En déduire le signe de f '(x) puis le tableau de variation de f.
3. Montrer que l'équation f(x) = 3 admet une unique solution x0 dans l'intervalle [2 ; 3].
    A l'aide de la calculatrice, donner un encadrement d'amplitude 10-2 de x0.
4. a. Calculer la limite de [f(x) – (x + 
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)] lorsque x tend vers  +(.
        Interpréter graphiquement ce résultat.
   b. Calculer les coordonnées du point A, intersection de la courbe C avec la droite ( d'équation 

        y = x +
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.     Étudier la position de la courbe C  par rapport à la droite (.
   c. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe C  au point A.
5. Tracer C , ( et T dans le repère orthonormal (O, 
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) d'unité graphique 2 cm.


Partie C : 

Soir F la fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; +( [ par F(x) =  eq \s\do1(\f(x2 + x + (lnx)2;2 )) 
1. Montrer que F est une primitive de f sur l'intervalle ] 0 ; +( [.
2. a. Hachurer, sur le graphique précédent, le domaine E limité par la courbe C , l'axe des abscisses et
        les droites d'équations respectives x = 1 et x = e.
    b. Calculer l'aire de E en unités d'aire de manière exacte.
    c. Donner la valeur exacte de cette aire en cm2 et en donner la valeur décimale arrondie au dixième.
Barème indicatif : 7; 13
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