Exercice de révision

PARTIE A

Le plan est rapporté a un repére orthonormal. Sur le
graphique ci-contre, la courbe (C) représente la
fonction f définie et dérivable sur R. La droite (7')

est la tangente a la courbe (C) au point A d’abscisse 0.

1. Par lecture graphique, donner f(0) et f(0).

2. On admet que la fonction f est définie par f(z) ol a et b sont des

nombres réels.
(a) Soit f’ la dérivée de la fonction f. Exprimer f’(z) en fonction de a et b.

(b) Déterminer alors les valeurs de a et b en utilisant la question 1.(a).

Pour la suite du probléme, on définit la fonction f par : f(z) = (x +2)e™*
3. (a) Déterminer la limite de f en —oco
(b) Déterminer la limite de f en +oo.

Comment se traduit graphiquement ce résultat ?
xr

On rappelle que la limite en +o00 de ¢ est égale & +o0.
x
4. Etablir que pour tout réel z, f'(z) = —(x + 1)e™?.
En déduire le signe de f/(x), puis le tableau de variation de la fonction f.
5. Montrer, en utilisant le tableau de variation de f, que f(z) > 0 sur | — 2; +o0[.

PARTIE B
Soient g et h les fonctions définies sur | — 2; +o00[ par :

o) = F et o) =h(f(@)
1. (a) Déterminer le sens de variation de la fonction g.
(b) Déterminer les limites de g en -2 et en +oo0.
2. (a) Déterminer le sens de variation de la fonction h.

(b) Déterminer les limites de h en -2 et en +oc.

PARTIE C
Soit k la fonction définie sur R par k(z) = (cx + d)e™*.

1. Déterminer les réels ¢ et d pour que k soit une primitive de f sur R.

2. Calculer, en unités d’aire, la valeur exacte puis une valeur approchée a 10~2 prés par
défaut, de l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), 'axe des abscisses et
les droites d’équations r = —2 et x = 4.

3. (a) Calculer f(—1); en déduire que f(x) < e pour tout = € R.

(b) Calculer, en unités d’aire, la valeur exacte puis une valeur approchée a 10~2
prés par défaut, de 'aire de la partie du plan limitée par la droite d’équation
y = e, la courbe (C) et les droites d’équations v = —2 et x = 4.

Correction de 'exercice :

PARTIE A
1. f(0) =2
17(0) est le coefficient directeur de la tangente a C au point d’abscisse 0,
d’ou f/(0) = —1.

2. f est définie sur R par f(z) = (ax + b)e™®
F(w) = () x ofz) -

ol u(x)

x

axr+b; u(zr)=a
v(z) =e® ;v (x)
fr=v'v+w

fl(xr)=ae ™ —e ®(ax+b) =€ *(a—ax —b) = e (—ax+a—b)

ona f(0)=2 et f(0)=(ax0+be =0 dot* b=2
fl0)=-1 et f(0)=e%-ax0+a—-b)=a—>b
dota—b=-1 e a=1
donc f(z) = (z 4+ 2)e™”
3. (a) Timoox +2=—-00 et Tﬂ)mooe_ﬂc =400 donc Timoof(a:) = —00
T+2 < 1y . .
(b) f(x) = = or & l'infini, une exponentielle de x 'emporte

sur les puissances de .,
d’on Ilrrioof(m) =0
La droite d’équation y = 0 est donc asymptote & C en +oo.
4. Pour tout z, f'(x) = e *(—1lz+x — 2)
car a = 1 et b = 2 dans Pexpression de f’(z) de la question 2.
fllw)=e(-z-1)=—e"(z+1)
pour tout réel z, e >0 , dot —e™* <0
et 4+ 1 < 0 signifie x < —1
Tableau de variation de f :

T —00 -1 +00
signe de —e™® - - f(=1) = (=1 +2)e" D
signe de = + 1 - 0 - —=lel =¢
f(x) + 0 +
e

5. f(=2)=(—2+2)e (2 =0
Comme f est strictement croissante sur |—2; —1[ et f(—2) =0, f(x) > 0 sur |—2; —1]
De plus f est strictement décroissante sur | — 1; 400 et lirri flz)=0
donc f(x) > 0 sur | — 1;+o0].
Donc f(x) > 0 sur | — 2; +o0].



PARTIE B
g et h sont définies sur | — 2; 40| par : g(z) =
1. (a) g est dérivable sur | — 2; +o0|
Lo f
g=- dou ¢ =-*=
f f?
Comme (f(x))> >0 sur

Tableau de variation de g :

1
f=

~

] — 2;4+o00],
g'(x) est alors du signe contraire de celui de f’(x)

T -2 -1 +o00

g'(z) - 0 +

g \1/

+00

(b) lim_zf(a:) =0" et lim_Qg(:r) =
1
- =e don g(-1)=7
— 0t AN
Jm f(z) =07 dou  lm g(z)=

2. h est dérivable sur | — 2; +o0]

—00

—0Q

+00

h(x) = In(f (x)) M=§
Comme f(x) > 0 sur | — 2; +oo|, h/(x) est alors du signe de f'(z)
33 -2 -1 400
B (x) + 0 -
1
" —oo/ \:oo
lim  f(z )=0" dou lim h(z) =
f(=1)=e dou h(-1)=lne=1
Jmf(z) = 0" dou ,Jim h(z) =

PARTIE C

k est la fonction définie sur R par k(z) = (cz + d)e™™

1. On veut que k soit une primitive de f sur R, ce qui signifie k' (x)

k(z) = u(z) x v(x) ot wu(x)=cx+d

x

u'(z) =c¢

—T

v(iz)=e" V(zx)=-—e
K =u'v+ u

E(x) =ce ™+ (cx +d)(—e )—e

On veut k' (z) = f(z) = (x + 2)e~
Onaalors —c=1 et c¢c—d=2
ce qui nous donne : ¢ = —1 et —d—2+1 ;o d=-3
donc k(z) = (—x —3)e % = —(x + 3)e”
2. L’aire de la partie du plan limitée par la courbe C, I’axe des abscisses et les droites

d’équations x = —2 et x =4 est :

4
[ @) do= k) - h(-2)

-2

—(4+3)e™ = (=(-2+3)e” (") =

3. (a) f(—1)=e d’apres la question 4. PARTIE A

f(x)

T(e—cx—d)=e*(—cx+c—d)

—Te 4 +e2~7,26

f admet un maximum sur R atteint pour z = —1 et ce maximum est e

d’ont f(z) < e pour tout z € R.

(b) L’aire de la partie limitée par la droite d’équation y = e, la courbe C et les

droites d’équations r = —2 et x = 4 est :
/( ﬂnm—/ew—/f
=4de — (—2¢) — (=Te™* +€?) = 6e + Te™*

—e2~9, 05.



