Exercice 1 : Construire le graphe orienté dont les sommets sont les entiers compris entre 1 et 24 et dont les arcs relient x à y lorsque x divise y. De plus, les arcs sont valués par le quotient y/x (ainsi, l’arc allant de 3 vers 15 a la valeur 5).
Comment reconnaît-on dans ce graphe un nombre premier ?
Comment retrouver dans ce graphe la décomposition d’un nombre en facteurs premiers 

Exercice 2 : Pour traverser une chaîne de montagnes, il faut passer par plusieurs sommets, reliés entre eux par des voies ne pouvant être franchies que dans un seul sens. On donne ci-dessous le graphe associé à cette situation (E est le point d'entrée et S le point de sortie). L'office de tourisme cherche toutes les traversées qui partent de E et arrivent en S en 4,5 ou 8 étapes (une étape est le passage d'un sommet à un autre, ou du départ à un sommet, ou d'un sommet à l'arrivée).



a. Combien de traversées peut-on faire en 4 (respectivement 5) étapes ?

b. Trouver toutes les traversées en 8 étapes.

Exercice 3 : Un individu vit dans un milieu où il est susceptible d'attraper une maladie par piqûre d'insecte. Il peut être dans l'un des trois états suivants : immunisé (I), malade (M), non malade et non immunisé (S). D'un mois à l'autre, son état peut changer selon les règles suivantes :
- étant immunisé, il peut le rester avec une probabilité 0,9 ou passer à l'état S avec une probabilité 0,1;
- étant dans l'état S, il peut le rester avec une probabilité 0,5 ou passer à l'état M avec une probabilité 0,5 ; 
- étant malade, il peut le rester avec une probabilité 0,2 ou passer à l'état I avec une probabilité 0,8.
Tracer un graphe probabiliste pour décrire cette situation et écrire la matrice de transition. Calculer l'état de probabilité de l'individu au bout de trois mois, de six mois, d'un an, de deux ans, pour chacune des situations suivantes :
- au, départ, il est immunisé,
- au départ, il est non malade et non immunisé,
- au départ, il est malade.
Pouvez-vous donner des éléments sur la proportion d'individus malades dans la population étudiée ?

Exercice 4 : Chaque matin, l'allumeur de réverbère du Petit Prince change l'état de sa planète avec une probabilité 0,75. Au jour 0, le réverbère est éteint.
- Qu'observe-t-on en simulant une grande population de réverbères régis par le même système probabiliste de changements d'états ?
- Faire un arbre permettant de trouver l'état probabiliste du réverbère au deuxième jour.
- Décrire cette situation à l'aide d'un graphe probabiliste. Soit M la matrice de transition associée à ce graphe. Vérifier que : 
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- Calculer N2, R2, NR et RN puis en déduire Mn, pour n entier naturel.
- Au jour 0, le réverbère est allumé (respectivement éteint). Calculer la probabilité pn (respectivement p'n) que le réverbère soit allumé (respectivement éteint) au nième matin. Faire le lien avec les résultats des simulations observées en première question.

Exercice 5 : Trois sortes d’images sont réparties en proportions égales dans des boîtes de céréales. Un inspecteur des fraudes, ayant observé ce qui se passait pour 1 000 personnes achetant chaque semaine une boîte de céréales et voyant qu’au bout de 13 semaines, 15 personnes n’avaient que deux des trois sortes d'image, a déclaré mensongère la publicité : " Les images sont également réparties dans les boîtes ". Que penser de ce qu’il affirme ?

On donnera les résultats numériques arrondis à 1 près

Considérons donc 1 000 personnes qui, chaque semaine, achètent exactement une boîte de céréales.

A - Etude du début du processus.
On pourra s'aider d'un arbre pour représenter la situation

1 - Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement une sorte d'image

la première semaine,

la deuxième semaine,

la cinquième semaine.

2 - Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement deux sortes d'image

la première semaine,

la deuxième semaine,

la troisième semaine.

3 - Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement trois sortes d'image la troisième semaine.

B - Modélisation de la situation
1 - Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. On appelle an le nombre prévisible de personnes possédant exactement une sorte d'image la semaine n.

On appelle bn le nombre prévisible de personnes possédant exactement deux sortes d'image la semaine n.

On appelle cn le nombre prévisible de personnes possédant exactement trois sortes d'image la semaine n.

Préciser a1 ; b1 ; c1 ; a2 ; b2 ; c2.

2 - On choisit une personne au hasard parmi les 1000.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. On considère les événements :

An : "La personne considérée possède exactement une sorte d'image la semaine n".

Bn : "La personne considérée possède exactement deux sortes d'image la semaine n".

Cn : "La personne considérée possède exactement trois sortes d'image la semaine n".

a - Exprimer p(An) en fonction de an, p(Bn) en fonction de bn et p(Cn) en fonction de cn.

b - Représenter par un arbre pondéré l'évolution de la situation de la semaine n à la semaine n+1.

c - En utilisant la formule des probabilités totales, exprimer p(An+1), p(Bn+1) et p(Cn+1) en fonction p(An), p(Bn) et p(Cn).

d - En déduire que : pour tout entier naturel n, n  1,

an+1 = 2/3 an                 (1)
bn+1 = 1/3 an + 2/3 bn      (2)
cn+1 = 1/3 bn + c n             (3)

3 - L’état En du système la nème semaine est le vecteur-ligne En = (an bn cn).:

a - Traduire le système formé par les trois équations (1), (2) et (3) par une seule équation matricielle de la forme En+1 = En[image: image2.png]


M.

b - Représenter le graphe G, orienté et pondéré, associé à la matrice M.

c - Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, n  1, En+1 = E1 [image: image3.png]


Mn.

d - En utilisant la calculatrice pour faire les calculs, déterminer E13 et E22.

Commenter l’accusation de l’inspecteur des fraudes.

Exercice 6 : Dans une île, les mouvements de population peuvent être modélisés ainsi : chaque année, 40 % des habitants de la capitale quittent celle-ci tandis que 20 % des habitants du reste de l’île viennent y habiter. On néglige les autres échanges.

On pourra éventuellement représenter ces mouvements de population par un arbre pondéré ou par un graphe probabiliste G.

On donnera les résultats en pourcentage, sous forme décimale arrondie à 0,01 près.

1 - On suppose dans cette question qu'en 2002, 25 % de la population totale de l'île habite dans la capitale.

a - Quelle est la répartition prévisible de la population totale de l'île entre la capitale et le reste de l’île en 2003?

b - Traduire le calcul effectué par la relation matricielle E1 = E0 [image: image4.png]


M, où

E0 est un vecteur-ligne de dimension 2 représentant la répartition de la population entre la capitale et le reste de l'île en 2002

E1 est un vecteur-ligne de dimension 2 représentant la répartition prévisible de la population entre la capitale et le reste de l'île en 2003

M est une matrice carrée de dimension 2 représentant les mouvements de population dans l'île d'une année sur l'autre.

c - Quel est le lien entre la matrice M et le graphe G ?

d - A l'aide d'un calcul matriciel, déterminer la répartition prévisible de la population totale de l'île en 2005.

2 - On suppose dans cette question qu'en 2002, 75 % de la population totale de l'île habite dans la capitale. A l'aide d'un calcul matriciel et en utilisant la fonction matrice de la calculatrice :

a - déterminer la répartition prévisible de la population totale de l'île en 2005.

b - déterminer la répartition prévisible de la population totale de l'île en 2010.

3 - Reprendre la question 2 en supposant qu'en 2002, 10 % de la population totale de l'île habite dans la capitale. Que remarque-t-on ?

4 - On considère les matrices N = [image: image5.png]


et R = [image: image6.png]


.

a - Démontrer que M = N + 0,4 R.

b - Calculer N2, R2, N [image: image7.png]


R et R [image: image8.png]


N.

c - Démontrer, par récurrence que, pour tout entier naturel n, n  1, Mn = N + 0,4n R.

d - En déduire la valeur exacte de chaque coefficient de la matrice Mn .

e - Déterminer la limite de chaque coefficient de la matrice Mn quand n tend vers +[image: image9.png]


.

5 - Dans cette question, on appelle x la valeur décimale du pourcentage de la population totale de l'île qui habite dans la capitale en 2002 (x est un réel de l'intervalle ]0 ; 1[). Soit n un entier naturel, la répartition prévisible de la population de l'île en l'année 2002 + n est un vecteur-ligne En.

a - Déterminer E0.

b - Exprimer En en fonction de M et E0.

c - Calculer le vecteur-ligne E = E0 [image: image10.png]


N. Vérifier que E est indépendant de x.

d - Déterminer la limite de chaque coefficient du vecteur-ligne En quand n tend vers +[image: image11.png]


.
Comparer cette limite au coefficient correspondant du vecteur-ligne E.

e - Démontrer que E [image: image12.png]


M = E.

