	Classe : TES1
	A rendre le 29/04/2003


MATHEMATIQUES

Devoir maison N°6

Exercice 1 : 

Une université propose aux étudiants trois orientations et trois seulement : une filière A, une filière B et une filière C. Chaque étudiant de l’université est inscrit dans une des trois filières et une seule.

Les effectifs de la filière A sont le double de ceux de la filière B.

Les effectifs de la filière B sont le triple de ceux de la filière C.

On sait de plus que :

- 20% des étudiants de la filière A sont des filles ;

- 30% des étudiants de la filière B sont des filles ;

- 40% des étudiants de la filière C sont des filles.

On choisit au hasard un étudiant de cette université.

On note A l’événement : « L’étudiant est inscrit dan la filière A ». De même pour B et C.

On note F l’événement : « L’étudiant est une fille » ;

G l’événement : « L’étudiant est un garçon ».

1.  Calculer les probabilités des événements A, B et C ; 

on vérifiera que p(B) = 0,3.

2.  Calculer la probabilité que l’étudiant soit inscrit dans la filière A et soit une fille.

Montrer que p(F) = 0,25.

3.  Calculer la probabilité que l’étudiant soit inscrit dans la filière A sachant que c’est une fille.

4.  L’étudiant, choisi au hasard, n’est pas inscrit dans la filière A.

Calculer alors la probabilité que ce soit une fille.

Exercice 2 : 

On donne ci-après dans un repère orthonormal (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());j)
) les courbes représentatives (Cf), (Cf ’), (Cg) pour x > 0, de trois fonctions  f,  f ’ et g.

Partie A           Etude de  f 

La fonction  f est définie sur ]0 ; +([ par  f(x) =  eq \s\do1(\f(ex + 2; (x + 2)2)).

1.  Etudier la limite de  f en +(. (On pourra poser X = x + 2.)

2.  f ’ étant la fonction dérivée de  f, monter que  f ’(x) =  eq \s\do1(\f(xex + 2; (x + 2)3)).

3.  Donner le tableau de variation de  f.
Partie B            Coût marginal et bénéfice 

Une entreprise constate que, pour une quantité x d’un article A (en milliers d’articles), le coût total CT (en milliers d’euros) peut être évalué par CT(x) = f(x) pour x appartenant à [1 ; 5].

Le coût marginal est alors défini, pour tout x appartenant à [1 ; 5], par Cm(x) = f ’(x).

On note EQ C\o(\s\up2(');\s\do2(m)) la fonction dérivée de Cm sur l’intervalle [1 ; 5].

On admettra que EQ C\o(\s\up2(');\s\do2(m))(x) = EQ \s\do1(\f(x2 + 2;(x +2)4)) ex + 2.

1.  Etudier le signe de EQ C\o(\s\up2(');\s\do2(m)) et en déduire le tableau de variation de Cm.

2.  a) Justifier que l’équation Cm(x) = 4 admet une solution unique ( dans l’intervalle [1 ; 5].

b) Donner une valeur approchée de ( à 10-2 près par défaut.

3.  Résoudre graphiquement l’inéquation Cm(x) ( 4 sur l’intervalle [1 ; 5], puis donner, sous forme d’un tableau le signe de 4 – Cm(x).

4.  Le prix de vente d’un article est 4 euros. Soit B(x) le bénéfice correspondant à x milliers d’articles vendus. On a donc : B(x) = 4x – f(x).

a) Etablir le tableau de variation de B. (On rappelle que  f ’(x) = Cm(x).)

b) En déduire une valeur approchée par défaut à 10-2 près de x pour laquelle le bénéfice est maximum.

Partie C             Coût moyen 
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Si x est le nombre de milliers d’articles, on note g la fonction définie sur [1 ; 5] par g(x) =  eq \s\do1(\f(f(x); x )).

Cela représente donc le coût moyen d’un article.

Les courbes (Cg) et Cf ’ sont sécantes en un point I.

1.  Vérifier que I a pour abscisse 2. 

Graphiquement, que représente l’ordonnée    

de I pour la fonction g ?                                                               (Cf)

2. Soit J le point de la courbe (Cf) de même                                                             

abscisse que I. Déterminer l’équation de la                                                             (Cg)

tangente (() en J à (Cf) et vérifier que (()                                     

passe par l’origine du repère.

                                                                                              (Cf ’)        

Correction du DM6 

Exercice 1 : 

1.  Les effectifs de la filière A sont le double de ceux de la filière B, donc p(A) = 2 ( p(B).

Les effectifs de la filière B sont le triple de ceux de la filière C, donc 

p(B) = 3 ( p(C).

De plus on a : p(A) + p(B) + p(C) = 1

                      6 p(C) + 3 p(C) + p(C) = 1

                                              10 p(C) = 1   donc  p(C) = 0,1

et  p(B) = 3 ( 0,1 = 0,3     et     p(A) = 2 ( 0,3 = 0,6.

2.  On cherche p(A ∩ F)

p(A ∩ F) = pA(F) ( p(A) =  eq \s\do1(\f(20;100)) ( 0,6 = 0,12.

( p(F) = p(A ∩ F) + p(B ∩ F) + p(C ∩ F)

où  p(B ∩ F) = pB(F) ( p(B) =  eq \s\do1(\f(30;100)) ( 0,3 = 0,09.

et p(C ∩ F) = pC(F) ( p(C) =  eq \s\do1(\f(40;100)) ( 0,1 = 0,04

Donc  p(F) = 0,12 + 0,09 + 0,04 = 0,25.

3.  On cherche pF(A)

pF(A) = eq \s\do1(\f( p(A ∩ F); p(F))) =  eq \s\do1(\f(0,12;0,25)) = 0,48.

4.  On cherche p eq \x\to(A)(F)

p eq \x\to(A)(F) =  eq \s\do1(\f(p(∩ F); p( eq \x\to(A))))
     où  p( eq \x\to(A)) = 1 – p(A) = 0,4.

de plus p(F) = p(F ∩ A) + p(F ∩ eq \x\to(A))   d’où   p(F ∩ eq \x\to(A)) = p(F) – p(F ∩ A)

                                                                                        = 0,25 – 0,12 = 0,13

donc  p eq \x\to(A)(F) =  eq \s\do1(\f(0,13;0,4)) = 0,325.

Exercice 2 : 

PARTIE A 

La fonction  f est définie sur ]0 ; +([ par  f(x) =  eq \s\do1(\f(ex + 2; (x + 2)²)).

1.  On pose X = x + 2, on a alors  f(x) =  eq \s\do1(\f(eX;X²))
or  eq \o(lim;\s\do8(x ( +())x + 2 = +(      et      eq \o(lim;\s\do8(X ( +())  eq \s\do1(\f(eX;X²)) = +(  car à l’infini, l’exponentielle de 
                                                                    x l’emporte sur les puissances de x. 

Donc   eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = +(.

2.  f est dérivable sur ]0 ; +([.

f(x) =  eq \s\do1(\f(u(x); v(x)))
on a alors  f ’ =  eq \s\do1(\f(u’v – uv’;v²))
f ’(x) =  eq \s\do1(\f(ex + 2(x + 2)² – 2(x + 2)ex + 2; (x + 2)4)) =  eq \s\do1(\f(ex + 2(x + 2) – 2ex + 2; (x + 2)3))
                                                        =  eq \s\do1(\f(ex + 2(x + 2 – 2); (x + 2)3))  =  eq \s\do1(\f(xex + 2; (x + 2)3))
Pour tout x > 0,  ex + 2 > 0   et   (x + 2)3 > 0

Donc  f ’(x) > 0  sur ]0 ; +([  et  f est strictement croissante sur ]0 ; +([.

	Tableau de variation de  f :

f(0) =  eq \s\do1(\f(e0 + 2; (0 + 2)2)) =  eq \s\do1(\f(e2;4))
	x
	0                                              +(

	
	f ’(x)
	+

	
	f
	                                                +(
 eq \s\do1(\f(e2;4))


PARTIE B 

Pour x appartenant à [1 ; 5], on pose  CT(x) = f(x)

Le coût marginal est défini pour  x([1 ; 5] par Cm(x) = f ’(x) =  eq \s\do1(\f(xex + 2; (x + 2)3))
On admet que  C  eq \o\al(\s\up4(');\s\up-2(m))(x) =  eq \s\do1(\f(x² + 2; (x + 2)4)) ex + 2.

1.  Pour tout x([1 ; 5], x² + 2 > 0 , ex + 2 > 0   et   (x + 2)4 > 0

Donc pour tout x([1 ; 5], C  eq \o\al(\s\up4(');\s\up-2(m))(x) > 0 et Cm est strictement croissante sur [1 ; 5]

	x
	1                                         5
	Cm(1) =  eq \s\do1(\f(1 e1 + 2; (1 + 2)3)) =  eq \s\do1(\f(e3;27)) ( 0,74.

Cm(5) =  eq \s\do1(\f(5 e5 + 2; (5 + 2)3)) =  eq \s\do1(\f(5e7;343)) ( 15,99

	C  eq \o\al(\s\up4(');\s\up-2(m)) 
	+
	

	Cm
	                                        eq \s\do1(\f(5e7;343))
 eq \s\do1(\f(e3;27))
	


2.  a) Cm est continue sur [1 ; 5], 

de plus Cm est strictement croissante sur [1 ; 5]

Cm(1) ( 0,74   et   Cm(4) ( 15,99   et   4(]Cm(1) ; Cm(5)[

L’équation  Cm(x) = 4 admet donc une unique solution ( sur [1 ; 5].

b) De plus Cm(3,15) ( 3,98   et   Cm(3,16) ( 4,01   donc   ( ( 3,15.

3.  D’après le graphique, Cm(x) ( 4  pour x([( ; 5]

	x
	1                       (                         5

	Signe de  4 – Cm(x)
	           +            0             –


4.  B(x) = 4x – f(x)

a) B est dérivable sur [1 ; 5]

B’(x) = 4 – f ’(x) = 4 – Cm(x)  et d’après la question précédente on obtient :

	x
	1                   (                    5
	B(1) = 4 ( 1 –  eq \s\do1(\f(e1 + 2; (1 + 2)²)) = 4 –  eq \s\do1(\f(e3;9))
B(5) = 4 ( 5 –  eq \s\do1(\f(e5 + 2; (5 + 2)²)) = 20 –  eq \s\do1(\f(e7;49))

	B’(x)
	          +         0          –
	

	B
	                  B(()

B(1)                               B(5)
	


b) Le bénéfice est maximal pour x = (, c’est à dire pour environ 3150 articles.

PARTIE C 

Le coût moyen est défini sur [1 ; 5] par  g(x) =  eq \s\do1(\f(f(x); x)).

1.  L’abscisse du point d’intersection I de Cf ’ et Cg est 2. L’ordonnée de I est le minimum de la fonction g.

2.  J a pour abscisse 2. Une équation de la tangente (() à Cf  en J est :

y = f ’(2)(x – 2) + f(2)                        f ’(2) =  eq \s\do1(\f(2e2 + 2; (2 + 2)3)) =  eq \s\do1(\f(e4;32))
                                                          f(2) =  eq \s\do1(\f(e2 + 2; (2 + 2)²)) =  eq \s\do1(\f(e4;16))
y =  eq \s\do1(\f(e4;32))x –  eq \s\do1(\f(e4;16)) +  eq \s\do1(\f(e4;16))
y =  eq \s\do1(\f(e4;32))x    

Pour x = 0,  y = 0,  donc (() passe par l’origine du repère.

où  u(x) = ex + 2      ;     u’(x) = ex + 2 


      v(x) = (x + 2)²  ;     v’(x) = 2(x + 2)








