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samedi 22 novembre 2003

MATHEMATIQUES

contrôle N°3


Lu dans le BO : La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements constituent un objectif majeur pour les épreuves écrites de mathématiques et entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
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Exercice 
Soit f la fonction définie et dérivable sur
l'intervalle [ – 1 ; 4] dont la représentation graphique,
dans un repère orthonormal (O, 
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), est la courbe C  
donnée ci-contre.
La droite (T) est la tangente à la courbe au point  A.
La droite (T’) est la tangente à la courbe au point B.











1. A partir des informations fournies par le graphique, compléter le tableau de valeurs ci-dessous.


	x
	– EQ \s\do2(\f(1;2))
	0
	1

	f(x)
	
	
	

	f’(x)
	1
	
	



2. Résoudre graphiquement dans [ – 1 ; 4] l’équation et l’ inéquation suivantes :
              a)     f(x) =  eq \s\do1(\f(11;4))                                            b)     f(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(11;4))
3. La fonction f est la dérivée d'une fonction F définie sur l'intervalle [ – 1 ; 4].
    En justifiant la réponse, donner le sens des variations de F. 
4. g est la fonction inverse de f c’est à dire que g =  eq \s\do1(\f(1;f)) et g’ est la fonction dérivée de g.
   a. Montrer que g est définie sur l'intervalle [ – 1 ; 4].
    b. Déterminer g(0) ; g(1)  et  g(  eq \s\do1(\f(1;2)) ) .
    c. Quel est le sens des variations de la fonction g sur [ – 1 ; 4] ? Justifier la réponse donnée.
    d. Déterminer les valeurs de g’(0) et g’(1).


· Problème
Partie A : Question préliminaire : étude d’une fonction auxiliaire.


Soit g la fonction définie sur [0 ; +([ par : g(x) = 5x3 – 1500x – 200.

1. Etudier le sens des variations de g sur [0 ; +([ et dresser son tableau des variations. (On ne demande pas la limite de g en +(.)
2. Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique ( dans l’intervalle [10 ; 20]. En donner une valeur approchée à 0,1 près.

3. En déduire le signe de g(x) sur [0 ; +([  selon les valeurs de x.

Partie B : Etude d’une fonction coût moyen

Le coût moyen de fabrication en euros lorsqu’on a fabriqué x centaines d’objets est défini sur ]0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ par :
                                         CM(x) = 5x + 31 +  eq \s\do1(\f(1500x +100;x2))
 On appelle C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthogonal (O ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
). 

1. Déterminer la limite de CM en 0. Donner une interprétation graphique de cette limite.

2. a. Déterminer la limite de CM en +(.
    b. Montrer que la droite D d’équation y = 5x + 31 est asymptote à la courbe C. en + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
3. Calculer la dérivée de CM et montrer que, pour tout x de ]0 ; +([, on a :

       CM ’(x) =   eq \s\do1(\f(g(x); x3)) , où g est la fonction définie dans la partie A.

4. a. Utiliser la partie A pour déterminer le signe de CM ’(x). En déduire les variations de CM.
     b. Etablir le tableau des variations de CM.
5. Déterminer la quantité d’objets, à la dizaine près, à fabriquer pour avoir un coût moyen minimum. Quel est 
   alors, ce coût ?

6. Construire C  et D sur le même graphique. On prendra 2 cm pour 5 en abscisse et 1 cm pour 50 en ordonnée.

    Placer la tangente à la courbe C au point d’abscisse (..

Barème indicatif : 8,5 ; 3,5 ; 8
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· Exercice 1
1. 

	x
	– EQ \s\do2(\f(1;2))
	0
	1

	f(x)
	 eq \s\do1(\f(11;4))
	3
	2

	f’(x)
	1
	0
	–2



2. a)   Pour résoudre f(x) =  eq \s\do1(\f(11;4))  , on trace la parallèle à l’axe des abscisses qui coupe l’axe des ordonnées au point de coordonnées (0 ;  eq \s\do1(\f(11;4))), c’est la droite (AD) . Les solutions de l’équation sont les abscisses des points d’intersection de cette droite et de la courbe C donc S = { –  eq \s\do1(\f(1;2)) ;  eq \s\do1(\f(1;2))}.
    b) Les solutions de l’inéquation  f(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(11;4)) sont les abscisses de tous les points de la courbe C situés sous la droite (AD)  et sur (AD) donc S = [ – 1 ; –  eq \s\do1(\f(1;2))] SYMBOL 200 \f "Symbol"\h [ eq \s\do1(\f(1;2)) ; 4].
3. La fonction f est strictement positive sur [ – 1 ; 4] puisque sa représentation graphique est située au-dessus de l’axe des abscisses.
Si la dérivée d’une fonction est strictement  positive sur un intervalle alors cette fonction est strictement croissante sur cet intervalle donc la fonction F définie sur l'intervalle [ – 1 ; 4] et admettant f comme fonction dérivée est strictement croissante sur [ – 1 ; 4].
4.a g est la fonction inverse de f donc g est la fonction définie par g(x) =
[image: image3.wmf])
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 ; f ne s’annulant jamais sur [ – 1 ; 4] 
   g est définie sur cet intervalle. 
   b. g(0) =  eq \s\do1(\f(1;f(0))) =  eq \s\do1(\f(1;3))          ;               g(1) =  eq \s\do1(\f(1;f(1))) =  eq \s\do1(\f(1;2))             ;  g(  eq \s\do1(\f(1;2)) ) =  eq \s\do1(\f(1;f()))
 = eq \s\do1(\f(4;11)).
    c.  D’après sa représentation graphique, f est une fonction croissante sur [ -1 ; 0] puis décroissante sur [0 ; 4].
Le sens des variations de  eq \s\do1(\f(1;f)) est le sens inverse de celui de f donc g est décroissante sur [ -1 ; 0] puis croissante sur [0 ; 4].
    d La dérivée de la fonction  eq \s\do1(\f(1;f))  est  1;f)) eq \b()
’ = –   eq \s\do1(\f(f’;f2))  donc g’(0) =  –   eq \s\do1(\f(f’(0); f 2(0))) = 0 et g’(1). = –   eq \s\do1(\f(f’(1); f 2(1))) =  eq \s\do1(\f(1;2))
· Problème
Partie A
Soit g la fonction définie sur [0 ; +([ par : g(x) = 5x3 – 1500x – 200.
1. g’(x)= 15x2 – 1500 = 15 (x2 – 100) = 15 (x – 10)(x + 10) 
donc g’(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h 0 pour x SYMBOL 206 \f "Symbol"\h [0 ;10] et  g’(x) SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 0 pour x SYMBOL 206 \f "Symbol"\h [10 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[ 
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2.g est une fonction dérivable sur [0 ; +([ donc continue sur [10 ; 20 ] et strictement croissante sur cet intervalle d’après l’étude précédente.
 g(10) = – 10200 et g(20) = 9800 donc g(10) et g(20) sont de signe contraire 
donc d’après le théorème de la valeur intermédiaire l’équation g(x) = 0 admet une solution unique ( dans l’intervalle [10 ; 20].
D’après la calculatrice : g(15) = – 5825 ; g(18) = 1960 ;  g(17) = – 1135 ; g(17,5) = 346,875 
                                       g(17,3) = – 261,875; g(17,4) = 40,12 et g(17,35) = – 111,298 
donc une valeur approchée de ( à 0,1 près est 17,4.

3. g est une fonction continue, d’après le tableau des variations g(0) = – 200 et g(10) = – 10200 et g est strictement décroissante sur [0 ;10] donc g est strictement négative sur cet intervalle. D’après l’étude précédente, g est négative sur ]10 ; ([ et positive sur ] ( ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[.
Donc g est strictement négative sur [0 ; ([ et g est strictement positive sur ] ( ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[, nulle pour x = (.

Partie B
Le coût moyen de fabrication en euros lorsqu’on a fabriqué x centaines d’objets est défini sur ]0 ; 100[ par :
                                         CM(x) = 5x + 31 +  eq \s\do1(\f(1500x +100;x2))
1.  eq \o(lim;\s\do7(x ( 0))5x + 31 = 31 et  eq \o(lim;\s\do7(x ( 0))  eq \s\do1(\f(1500x +100;x2)) =  eq \o(lim;\s\do7(x ( 0))  eq \s\do1(\f(1;x)) = + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h donc par addition  eq \o(lim;\s\do7(x ( 0)) CM(x) = +SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
   La courbe C  admet l’axe des ordonnées comme asymptote verticale. 
2. a.  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))
 5x + 31 = + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h  et  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))
   eq \s\do1(\f(1500x +100;x2)) =  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))
  eq \s\do1(\f(1;x)) = 0 donc par addition  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))
 CM(x) = +SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
    b.  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))
( CM(x) – 5x + 31) =  eq \o(lim;\s\do10(x ( +))

 eq \s\do1(\f(1500x +100;x2))
 = 0 par valeurs positives donc la droite D d’équation y = 5x + 31 est 
       asymptote oblique à la courbe C. en + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h et la courbe est située au-dessus de la droite.
3. CM ’(x) = 5 +  eq \s\do1(\f(1500 x2 – 2x(1500x + 100); x4)) = 5 +  eq \s\do1(\f(– 1500 x2 – 200x;x4 )) = 5 –  eq \s\do1(\f(1500 x + 200;x3)) =  eq \s\do1(\f(5x3 – 1500 x – 200;x3 ))
    donc CM ’(x) =   eq \s\do1(\f(g(x); x3)) pour tout x de ]0 ; +([ avec g(x) = 5x3 – 1500x – 200
5. a. x est positif donc x3 est positif et CM ’(x) est du signe de g(x)

    donc CM ’(x) est strictement négative sur [0 ; ([, strictement positive sur ] ( ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[, nulle pour x = (.
    CM est strictement décroissante sur [0 ; ([, strictement croissante sur ] ( ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[.
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CM. (()SYMBOL 187 \f "Symbol"\hCM. (17,4) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 204,5
6. La quantité d’objets à fabriquer pour avoir un coût moyen minimum est donc 17,4 centaines soit 1740 objets.
    Le coût  moyen de fabrication par objets est alors de 204,5 euros.
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