Exercices sur le chapitre de la continuité

Exercice 1 : Pour chacune des fonctions f, g et h dont on donne le tableau de variation ci-dessous, indiquer le nombre de solutions de l’équation proposée, en précisant pour chacune d’elles un intervalle auquel elle appartient.

a)  f(x) = -2                                          b)  g(x) = 0
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c)  h(x) = 3

	x
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	h
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Exercice 2 : Soit g la fonction définie sur ( par :  g(x) = x3 – 3x2 – 1.

1.  a) Etudier les variations de g.

     b) Déterminer la limite de g en +( et en -( .

     c) Dresser le tableau de variation de g.

2.  a) Démontrer que l’équation g(x) = 0 a une solution unique ( et vérifier 
         que ( ( ]3,10 : 3,11[.

     b) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Exercice 3 : On donne le tableau de variation d’une fonction  f :

	x
	-3                        1                            5

	f ’(x)
	             –             0             +

	f
	2                                                        4

                            -6


Pour m réel donné, déterminer le nombre de solutions, dans l’intervalle [-3 ; 5], de l’équation  f(x) = m.

Exercice 4 : On considère la fonction h définie par :  h(x) = 2x3 – 3x2 – 12x.

1.  Dresser le tableau de variation de h.
2.  Pour k réel donné, étudier le nombre de solutions dans ( de l’équation 
     h(x) = k.

3.  Démontrer que l’équation h(x) = 8 a une solution unique (. Donner un 
     encadrement de ( à 10-2 près.

Exercice 5 :  f est la fonction définie sur [0 ; +([ par :  f(x) =  eq \r(x) + x.

a)  Pourquoi  f est-elle continue sur [0 ; +([ ?

b)  Donner le sens de variation de  f sur [0 ; +([, et dresser le tableau de 
variation de f.

c)  Calculer f(3) et f(4). En déduire que l’équation  f(x) = 5 admet une seule solution (. Encadrer ( par deux entiers consécutifs.

d)  Avec la calculatrice, déterminer un encadrement de (, d’amplitude 10-1.

Exercice 6 : g est la fonction définie sur ]0 ; +([ par  g(x) =  eq \s\do1(\f(1;x)) – x3.

1. Représenter g à l’écran de la calculatrice, ainsi que la droite d’équation y = 1

2.  a) Conjecturer le nombre de solutions de l’équation : g(x) = 1.

     b) Donner l’arrondi au dixième de la (ou des) solution(s) à l’aide de la 
         calculatrice.

3.  a) Etudier le sens de variation de g et ses limites en 0 et en +(.

     b) Démontrer la conjecture faite à la question 2.

Exercice 7 : Deux méthodes de résolution 

f est la fonction définie sur ( par  f(x) = x3 – 30x2 + 112.

Il s’agit d’étudier le signe de  f(x) sur (.

Première partie 

a) Etudier la limite de  f en +( et en -(.

b) Calculer  f ’(x) ; étudier son signe.

c) Dresser le tableau de variation de  f.

d) Démontrer que l’équation  f(x) = 0 a trois solutions.

e) Avec la calculatrice, donner l’arrondi au dixième ou la valeur exacte de chaque solution.

f) En déduire le signe de  f.

Deuxième partie 

a) Calculer  f(2).

b) Trouver trois réels a, b et c tels que pour tout réel x :  

      f(x) = (x – 2)(ax² + bx + c).

c) Résoudre l’équation f(x) = 0.

d) En déduire le signe de f(x).

Exercice 8 : Déterminer les limites suivantes.

	a)   eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) (x3 – 3x2 + x – 8)
	b)   eq \o(lim;\s\do8(x ( -()) (-5x2 – 3x + 4)

	c)   eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(2x – 1;x + 8))
	d)  eq \o(lim;\s\do8(x ( -())  eq \s\do1(\f(x + 5;x2 + 3x + 2))

	e)   eq \o(lim;\s\do8(x ( +())  eq \s\do1(\f(4x3 – 6x;x2 + 1))
	


Exercice 9 : 

1)  Si pour tout x de ]0 ; +([, 0 ( f(x) (  eq \s\do1(\f(1;x)), que vaut alors  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) ?

2)  Si pour tout x de (, -2 ( g(x) ( x – 2, que vaut alors  eq \o(lim;\s\do8(x ( 0))g(x) ?

3)  Si pour tout x de (, h(x) ( x3, que vaut alors  eq \o(lim;\s\do8(x ( -()) h(x) ?

Exercice 10 : 

1)  Pour tout x > 0, comparer  eq \r(9x2 + 3)  et  3x. En déduire  eq \o(lim;\s\do8(x ( +())( eq \r(9x2 + 3) – x).

2)  Pour tout x >1, comparer  eq \r(2x2 – 1)  et  2x. En déduire  eq \o(lim;\s\do8(x ( +())( eq \r(2x2 – 1) – 3x).

3)  Pour x ( 0, comparer x2 + 1) eq \s\do1(\f(;x2))
  et   eq \s\do1(\f(1;x2)). En déduire  eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) x2 + 1) eq \s\do1(\f(;x2))
.

4)  Pour tout x > 0, comparer  eq \r(2x2 + x + 1)  et  x eq \r(2).  

En déduire  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) ( eq \r(2x2 + x + 1) – x).

Exercice 11 : Valider ou infirmer les affirmations suivantes :

1)  Si une fonction  f vérifie :

pour tout x strictement positif, 3 ( f(x) ( 3 +  eq \s\do1(\f(5;x + 2))  alors :  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = 0.

2)  Si une fonction  f vérifie :

pour tout x de [5 ; +([, f(x) (  eq \s\do1(\f(9;x))  alors :   eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = 0.

3)  Si une fonction g vérifie :

pour tout x non nul,  eq \x\le\ri(\a\ac\hs4\co1(g(x) – 7)) (  eq \s\do1(\f(3;x2))  alors :  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) g(x) =  eq \o(lim;\s\do8(x ( -()) g(x) = 7.

4)  Si pour tout x > 1000, on a  -10-8 < f(x) < 10-8, alors :  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x) = 0.

Exercice 12 : On considère la fonction  f définie pour x > 1 par : f(x) = 1 + x) eq \s\do1(\f(2x;))
 .

Démontrer que : si x > 1, alors 1 + x) eq \s\do1(\f(1;))
 > 2x) eq \s\do1(\f(1;))
.

En déduire  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x).

Exercice 13 : Dans chacun des cas suivants, déterminer  f o g  et  g o f  après avoir donné leur ensemble de définition.

1)  f et g définies sur ( par  f(x) = 3x – 1  et g(x) = x2 – x + 3.

2)  f définie sur ( par f(x) = 6x – 3 et g définie sur ( \ {2} par g(x) =  eq \s\do1(\f(2x + 3;x – 2)).

3)  f définie sur ( par  f(x) = 2x2 + 7x – 15 et g définie sur (* par g(x) =  eq \s\do1(\f(x – 1;x)).

4)  f définie sur ( par  f(x) = 2x2 + 7x – 15 et g définie sur [0 ; +([ par 

     g(x) =  eq \r(x).

Exercice 14 : On considère les deux fonctions numériques u et v définies sur (+ par :  u(x) = 3x + 5  et  v(x) =  eq \r(x).

1)  Donner le sens de variation de u et de v.

2)  On appelle  f la composée de u suivie de v. Donner l’expression de  f(x) et étudier le sens de variation de  f.

3)  On pose g = u o v. Donner l’expression de g(x) et étudier le sens de variation de g.

4)  Etudier  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) f(x)  et   eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) g(x).

Exercice 15 : g est définie sur ( par g(x) =  eq \r(3x2 – x + 12).

On se propose d’étudier la limite de g en -(.

a)  Identifier deux fonctions u et  f, telles que g soit la fonction composée u suivie de  f.

b)  Etudier la limite de u en -(.

c)  En utilisant le théorème sur la limite d’une fonction composée, en déduire la limite de g en -(.

Exercice 16 : 

1)  Soit g la fonction définie sur [0 ; +([ par : g(x) = x3 – 1200x – 100

a)  Déterminer la limite de g en +(.

Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

b)  Démontrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique ( dans l’intervalle [20 ; 40].

c)  En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

2)  Soit  f la fonction définie sur ]0 ; +([ par :  f(x) = x + 50 +  eq \s\do1(\f(1200x + 50;x2)).

On appelle C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthogonal (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,)

 eq \o(\s\up8(\d\fo2() Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h );j)
). On prendra 1 cm pour 5 en abscisse et 1 cm pour 20 en ordonnée.

a)  Déterminer la limite de  f en 0 et en +(.

b) Démontrer que :

       Pour tout x de ]0 ; +([,  f ’(x) =  eq \s\do1(\f(g(x); x3))     où g est la fonction définie en 1).

c)  Etudier les variations de  f.

d)  Démontrer que la droite  D d’équation  y = x + 50 est asymptote à C.

e)  Construire C et  D sur le même graphique.

f)  Déterminer le nombre de solutions de l’équation  f(x) = 130  et donner les valeurs approchées de chacune des solutions à l’unité près.

